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曲線上の各点は次のようにして得られる。
　　P（0）＝Bo＝［1　1］
　　P（0．15）・＝0．614Bo十〇．325B，十〇．058B，十〇．003B3
　　　　　　＝0．614［1　　1］－1－0．325［2　　3］十〇．058［5　　3］－1－0．003［4　　1］
　　　　　　＝［0．614　　0．614］一ト［0．65　　0．975］十［0．29　　0．174］－F［0．012　　0．003］
　　　　　　＝［1．566　　1．766］
　　P（0．35）＝0．275Bo十〇．444Bl十〇．239B2十〇．043B，
　　　　　　＝0．275［1　　1］十〇．444［2　　3］十〇．239［5　　3］十〇．043［4　　1ユ
　　　　　　＝［0．275　　0．275］十［0．888　　1：332］十［1．195　　0．717］十［0．172　　0．043］
　　　　　　＝［2．53　　2．367］
　　P（0．5）＝0．125Bo十〇．375B，十〇．375B2十〇．125B3
　　　　　＝0．125［1　　1］十〇．375［2　　3］十〇．375［5　　3］十〇．125［4　　1］
　　　　　ニ［0．125　　0．125］十［0．75　　1．125］一ト［1．875　　1．125］十［0．5　　0．125］
　　　　　＝［3．25　2．5］
　　P（0．65）＝0．043Bo十〇．239B，十〇．444B2十〇．275B3
　　　　　　＝0．043［1　　1］十〇．239［2　　3］十〇．444［5　　3］十〇．275［4　　1］
　　　　　　＝［0．043　　0．043］十［0．478　　0．717］十［2、22　　1．332］十［1．1　　0．275］
　　　　　　＝［3．84　　2．367］
　　P（O．85）＝0．003Bo十〇．057B1十〇．325B2十〇．614B3
　　　　　　＝＝O．003［1　　1］十〇．057［2　　3］十〇．325［5　　3］十〇．614［4　　1］
　　　　　　＝［0．003　　0．003］十［0．114　　0．171］十［1．625　　0．975］十［2．456　　0．614］
　　　　　　＝［4．198　　1．763］
　　P（1）＝B3＝［4　1］
図2に定義多角形とセグメントの結果を一緒に示す。
　つづいてB6zier曲線の1階と2階の導関数について実証する。
　実証する対象データは、4頂点のB6zier多角形の導関数である。　B6zier曲線は（4）式によって与えら
れるから、1階の導関数は次のようになる。
　　　　　　　　　P’（t）＝BoJ’3，0（t）十一BIJ’3．1（t）十B2J’，．，（t）十B，J’，．，（t）　　　　　　　　　　　　　　（6）
（5）式の基底関数を微分すると
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一24一
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　　　　　　　　　J’3，e（t）＝－　3　（　1　－t）2
　　　　　　　　　J’3n（t）＝3（1－t）2－6t（1－t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
　　　　　　　　　J’3．2（t）＝＝6t（1－t）－3t2
　　　　　　　　　J’，，，（t）＝3t2
よって、t＝0においてはP’（0）＝3（PrP。）となり、曲線の始点での接線ベクトルの方向は多角形の
第1スパンと同じ方向である。
曲線の終点t＝1においては次式が得られる。
　　　　　　　P’（1）ニ3（P，－P2）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
基底関数の1階および2階の導関数は、（2）式から
　　　　　　　J’・，i（・）一，ii二諺（・）　　　　』　（・）
　　　　　　　J・・，i（・）一｛（i－nt）≒謬一2t）｝Lω　　　（10）
となる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n（7）式を（1）式の1階の導関数であるP’（t）＝　Z］　BiJ’。，i（t）に代入すると
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O
P’（・），P’（1）と同様1・P’（丁）では
　　　　　　　・’寸）一・・J’3，・せ）ヰ・・」i，，，（⊥2）＋・・J’・・せ）＋・・J’・・⑨
　　　　　　　　　　一一一一一・（1－t）・B・＋・（1－3）（i－S）B，＋号（・一芸）・・＋・ら）2B・
　　　　　　　　　　一一晋（B・＋BrB・－B・）
となり、曲線上のすべての点での1階導関数を求めことができる。同様に、2階の導関数についても
　　J”3，0（t）＝6（1－t），J”3．1（t）ニー6（2－3t），　J”3．2（t）＝6（1－3t），　J”3，3（t）＝＝6t
で与えることができるから、
　　　　nP”（t）ニΣBJ”n，i（t）
　　　i＝0
　　＝BoJ”3ρ（t）十B，J”3．1（t）十B2J”3，2（t）十B3J”313（t）
　　＝6（1－t）Bo－6（2－3t）B，十6（1－3t）B2十6tB3
となる。
　ここで、図2で示した4頂点のB6zier曲線計算でのデータであるB。、　B，、　B2、　B3に対する1階お
よび2階の導関数を求めると次のようになる。
　　　P’（1）ニー3B2十3B3＝－3［5　3］十3［4　1］＝［－3　－6］
　　　P’（0）＝－3Bo十3Bl＝＝－3［1　1］十3［2　3］＝［3　6］
　　　P’（⊥2）一一｛（B・＋・r・・－B・）
　　　　　　一一量｛［11］＋［23］一［53］一［41］｝一［4・5・］
　　　・’鵠）一一9・・＋・・＋9・・一一9［11］＋［53］＋丁［41］一［52］
一25一
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・’（A5）一一t5（・B・＋21B・＋24B・－48B・・＝一晶（・・＋・B，＋・B、－16B，）
　　　一一嘉｛［11］＋7［23］＋8［53］＋16［－4－1］｝
　　　一一蓋卜93・］一［1．・8－3．6］
P’（島）一一斎（B・＋17B1＋63B，－81B、）
　　　一一晶｛［11］＋17［23］＋63［53］＋81［－4－1］｝
　　　一一島｛［2616・］｝一［一・．78－4．8］
・’（撒）一一1。1。。（B・＋197B1＋96・3B，－98・1B、）
　　　一一1。i。。｛［11］＋197［23］＋96・3［53］＋98・1［－4－1］｝
　　　一一1。；。。［92・6196・・］一［－2．7618－5．88］
P”（・）の・一・，音，1の々・対してO・、それぞれ
P”（・）一［6－12］s　P”（音）一［－6－12］，P〃（1）一［－18－12］
となる。
2階の導関数P”（t）に対する結果も図3に示す。
y
6 　ノo（t）
3
P（t）
一18
　〃o（t）
一3 0－6 ’6
一12
　　　　　　　　　　　　図3　Bezier曲線と導関数（P（t），　P’（t），　P”（t））
2．2．2B－spline曲線
　B一スプライン曲線（B－spline　curve）は、スプライン曲線の一種で制御点方式にもとつく表現形式の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一26一
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曲線である。制御点により曲線形状制御ができるというベジエ曲線と同様の特徴を持ちながら、スプラ
イン曲線のように曲線の歪みエネルギーを最小となるように形状の制御ができる。
　B一スプラインの理論は、1946年Schoenbergによって提案され、1974年にはGordonと
RiesenfeldがB一スフ゜ライン基底関数を曲線の定義に応用した。
　B一スプライン曲線もベジェ曲線と同じ形式で定義される。
　パラメータtの関数で表される曲線にそった位置ベクトルをP（t）とすると、B一スプライン曲線は次
式で表される。
　　　　　　　　　　n　1　　　　　　　P（t）＝ΣBiN，．，（t）　tmm≦t≦tmaxt　2≦k≦n十1　　　　　　　　　　ω
　　　　　　　　　　1＝1
　ここで、B、はn＋1個の定義多角形頂点の位置ベクトル、またN、、は正規化されたB一スプライン基底
関数である。
　k階（k－1次）のi番目の正規化されたB一スプライン基底関数に対して、その基底関数Ni，k（t）は、
Cox－deBoorの帰納式によって定義される。すなわち、
N，・，（・）一
o： Xi≦t＜Xi＋1の場合
その他の場合
（②
　　　および、N、，、（t）一（t－・・）N，・・－1（t）＋（…rt）N－－1（t）　　　　（13）
　　　　　　　　　　　　Xi＋k＿1－Xi　　　　　　　　　　Xi＋k－Xi＋1
ここで、xiの値は、　xi≦xi＋1の関係を満たすノットベクトル（knot　vector）の要素であり、　kは階数、
k－1は次数、Biは制御点である。
ノットベクトルには、次の3つの型がある。すなわち、ノットベクトルが等差数列になっている場合の
一様なノヅトベクトル（uniform　knot　vector）、ノットベクトルが両端で階数だけ重複している場合の開
一様ノットベクトル（open　uniform）、以上2つの分類にあてはまらないノットベクトルの形式である場
合の非一様ノットベクトル（non－uniform　knot　vector）である。
開一様ノットベクトルは、端点（始終端）でB一スプライン基底関数の階tw　kに等しい数の同じ値を持つ
ノットを有する。
　定義多角形頂点の数がB一スプライン基底関数の階数に等しく、かつ開一様なノットベクトルが用い
られたとき、B一スプライン基底関数はBernstein基底関数と等価である。したがって、　k個の0の後に
k個の1が続くノットベクトル
　　　　　　　　　　　　　Tニ（0，0，0，0，…1，1，1，1）
に対応するB一スプライン曲線は、B6zier曲線と一致する。実際、4階の開一様ノックベクトルは
　　　　　　　　　　　　　T＝（O，O，O，O，1，1，1，1）
であるから、3次B6zier曲線が結果として生成される。
3　おわりに
　制御点にもとつく自由曲線の表現式であるB6zier曲線について考察した。
本稿ではB6zier曲線は、生成される曲線形状が制御点の近くにあり、曲線形状の凹凸が制御点配置の凹
凸から予測可能、曲線セグメンFの接続性が制御点間の曲線形状として把握しやすいことを機能性の面
一27一
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から確認した。それらの中でも2次元ドロー系ソフトで使われているB6zier曲線は、4個の制御点から
なる3次B6zier曲線セグメントの連結体としたものとなっている。4個の制御点を与えるとB6zier曲
線は始点と終点を通り、開いたポリゴンの中に収まる。このことはこの曲線が制御性に優れていること
を意味している。B一スプライン曲線も制御点をもとに生成され、開いたポリゴンの形状を反映してい
る。B一スプライン曲線の階数がポリゴンの頂点の数と等しいとき、　B一スプライン基底関数は
Bernstein基底関数と等しくなることが証明できる。その結果として生成されるB一スプライン曲線は、
B6zier曲線に等しくなる。実際、次数4のB一スプライン線は3次のB6zier曲線と等しくなってい
る。
（2000．9．28　受理）
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